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Corrigé Devoir �maison� 1

Exerie 1. On note E l'espae vetoriel des polyn�mes à oe�ients réels et de degré inférieur ou égal à 2. On note B la base de E

formée des polyn�mes 1,X,X2
et B∗

la base duale de B. On onsidère les trois formes linéaires sur E suivantes :

ℓ1(P ) = P (1) , ℓ2(P ) = P ′(1) , ℓ3(P ) =

∫

1

0

P (x)dx

1. Quelles sont les oordonnées de ℓ1, ℓ2, ℓ3 dans B∗
?

2. Montrer que (ℓ1, ℓ2, ℓ3) est une base du dual E∗
.

3. Trouver une base de E dont (ℓ1, ℓ2, ℓ3) est la base duale.

Corrigé. 1. Les oordonnées de ℓi dans la base duale de (1, X,X2) sont obtenus en alulant

ℓi(1), ℓi(X), ℓi(X
2). On obtient :

ℓ1(1) = 1, ℓ1(X) = 1, ℓ1(X
2) = 1, (1)

ℓ2(1) = 0, ℓ2(X) = 1, ℓ2(X
2) = 2, (2)

ℓ3(1) = 1, ℓ3(X) = 1
2
, ℓ3(X

2) = 1
3
. (3)

2. Pour montrer que l'on obtient une base, il su�t de véri�er que la matrie omposée des oe�-

ients alulés dans la question préédente,
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,

est inversible, 'est à dire de rang 3. Cei peut se faire en appliquant l'algorithme du pivot de

Gauss.

3. Notons B′
la base de E que l'on herhe, de sorte que sa base duale est B′∗ = (ℓ1, ℓ2, ℓ3). D'après

le ours,

MatBB
′ =T (MatB∗B

′∗)−1 =T
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.

Par onséquent, B′ = (−3X2 + 6X − 2, 3
2
X2 − 2X + 1

2
, 3X2 − 6X + 3) est la base reherhée.

Exerie 2. 1. On onsidère le plan a�ne P de R
3
, d'équation 2x− y+ z = 3. Donner un repère de P. (Indiation : ommener

par donner une équation de du plan vetoriel P qui dirige P, puis par trouver une base de P )

2. On onsidère la droite a�ne D passant par le point (2, 1,−1) et dirigée par le veteur ~u = (−4, 1, 1). Trouver un système d'équations

de la forme

{

a1x+ b1y + c1z = d1

a2x+ b2y + c2z = d2
,

dont D est l'ensemble des solutions. (Indiation : ommener par trouver des équations pour la droite vetorielle D qui dirige D)

Corrigé. 1. D'après le ours, on sait que pour toute matrie A et veteur olonne B, l'ensemble

des solutions de AX = B est un espae a�ne dirigé par l'ensemble des solutions de AX = 0,
'est à dire le noyau de A. Ii, A = ( 2 −1 1 ) et B = (3) ont une seule ligne. Le plan P qui

dirige P est don le noyau de la matrie ( 2 −1 1 ).

−→v1 =





0

1

1





et

−→v2





1

2

0





appartiennent au noyau. Comme ils sont linéairement indépendants, ils en forment une base.



2. Commençons par herher à dérire D par des équations. Comme D est de odimension 2 dans

R
3
, le ours sur la dualité a�rme que D doit être dérite par deux équations linéairement

indépendantes

1

. Or on remarque failement que les formes linéaires l1(x, y, z) = x + 4y et

l2(x, y, z) = x+ 4z véri�ent l1(~u) = l2(~u) = 0. D'où

{

x+ 4y = 0

x+ 4z = 0

est un système d'équations aratérisant D. On en déduit que D est aratérisée par un système

de la forme

{

x+ 4y = d1

x+ 4z = d2
.

Du fait que (2, 1,−1) ∈ D, on déduit les valeurs de d1 et d2 :

d1 = 6 et d2 = −2.

Problème (Enveloppe onvexe). On rappelle que par dé�nition, étant donnés deux points A,B de l'espae a�ne R
n
, le

segment [A,B] est l'ensemble des baryentres à oe�ients positifs de A et B, e qui peut aussi s'érire :

[A,B] = {M ∈ R
n | ∃t ∈ [0, 1],M = tA+ (1 − t)B}.

Une partie K ⊂ E est dite onvexe si pour tous points A,B de K, le segment [A,B] est inlus dans K.

1. Parmi les inq �gures du plan suivantes, lesquelles sont onvexes, lesquelles ne le sont pas : un erle, un disque, une droite, un

segment, la réunion de deux disques non onfondus mais qui s'intersetent en au moins un point ? Pour haque �gure de la liste

préédente qui n'est pas onvexe, la dessiner ainsi qu'un segment qui ontredit la dé�nition ('est à dire un segment ayant ses

extrémités dans la �gure en question mais n'étant pas entièrement inlus dedans).

Etant donnés k + 1 points A0, . . . , Ak de R
n
, on appelle enveloppe onvexe de A0, . . . , Ak, et on note C(A0, . . . , Ak) l'ensemble de

tous les baryentres à oe�ients positifs de A0, . . . , Ak.

2. Dessiner l'enveloppe onvexe des ensembles de points du plan a�ne R
2
suivants :

� (1, 2) et (1, 3).
� (1, 1), (1, 4) et (4, 1).
� (1, 1), (1, 4), (4, 1) et (2, 2).

3. Montrer que l'enveloppe onvexe d'un ensemble de points est toujours onvexe. (Indiation : penser à l'assoiativité du baryentre)

On appelle demi-espae toute partie D de R
n
de la forme D = {M ∈ R

n | ℓ(
−−→
OM) ≥ a}, où ℓ est une forme linéaire sur R

n
, O est le

point (0, . . . , 0) et a est un réel.

4. Représenter les demi-espaes de R
2
suivants : {(x, y) ∈ R

2 | y ≥ 1}, {(x, y) ∈ R
2 | x ≥ 1}, {(x, y) ∈ R

2 | − x− y ≥ −4}. Quelle est

leur intersetion.

Etant donnés k+1 points A0, . . . , Ak de R
n
, on note I(A0, . . . , Ak) l'intersetion de tous les demi-espaes qui ontiennent A0, . . . , Ak.

5. Montrer que si un demi-espae D ontient les points A0, · · · , Ak, alors il ontient leur enveloppe onvexe. En déduire que l'on a

toujours C(A0, . . . , Ak) ⊂ I(A0, . . . , Ak).

6. On s'intéresse à présent à l'inlusion réiproque. Et on suppose dans ette question que k = n et que la famille de veteurs

B = (
−−−→
A0A1,

−−−→
A0A2, . . . ,

−−−→
A0An) forment une base de R

n
. Montrer que pour tous t0, t1, . . . , tn veri�ant t0 + · · ·+ tn = 1, un point M

est le baryentre de (A0, t0), . . . , (An, tn) si et seulement si les oordonnées de

−−−→
A0M dans la base B sont (t1, · · · , tn).

7. On suppose toujours que B est une base. Soit M un point de R
n
qui s'érit omme baryentre de (A0, t0), . . . , (An, tn) ave l'un

des ti stritement négatif. En onsidérant les formes linéaires (t1, · · · , tn) 7→ ti ('est à dire la base duale de B) et la forme linéaire

(t1, · · · , tn) 7→ −t1 − · · · − tn, montrer qu'il existe un demi-espae qui ontient tous les A0, . . . , An mais ne ontient pas M . En

déduire que C(A0, . . . , An) = I(A0, . . . , An).

8. Voyez-vous omment montrer que C(A0, . . . , Ak) = I(A0, . . . , Ak) pour un ensemble quelonque de points ?

1. en termes abstraits l'ensemble des équations de D, noté D
⊥

dans le ours est de dimension 2



Corrigé. 1. Un erle de rayon r > 0 n'est pas onvexe, ar si l'on prend deux points di�érents

A1 et A2 sur e erle, le segment [A1, A2] (appelé aussi une "orde") n'est pas ontenu dedans.

Un disque, une droite, un segment (ouvert, ou fermé, ou ouvert d'un �té et fermé de l'autre)

sont des onvexes du plan.

La réunion de deux disques non onfondus mais qui s'intersetent en au moins un point ne sera

onvexe que si l'un des deux disques est inlus dans l'autre.

b b
b b

2. On pose A = (1, 2), B = (1, 3), C = (1, 1) D = (1, 4) E = (4, 1) et F = (2, 2). On dessine les

enveloppes onvexes suivantes.
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C(C,D,E) = C(C,D,E, F )

C(A,B)

3. Soient k + 1 points A0, . . . , Ak de R
n
, et soit C(A0, . . . , Ak) leur enveloppe onvexe. Prenons

B1 et B2 deux points dans C(A0, . . . , Ak). Il existe don des réels ti et si, i = 0 . . . k, tous dans
l'intervalle [0, 1], tels que

∑k

i=0 ti = 1,
∑k

i=0 si = 1, et :

B1 =
k
∑

i=0

tiAi , B2 =
k
∑

i=0

siAi .

Considérons un point M du segment [B1, B2], 'est à dire qu'il existe un t ∈ [0, 1] tel que :

M = tB1 + (1− t)B2. Alors il vient :

M = t
k
∑

i=0

tiAi + (1− t)
k
∑

i=0

siAi =
k
∑

i=0

(tti + (1− t)si)Ai .

Il s'agit don de véri�er que les oe�ients ri = (tti + (1− t)si) satisfont à la fois :

(1) ri ∈ [0, 1] , ∀i ∈ J1, nK et (2)

∑k

i=0 r1 = 1 .

Les deux réels si et ti sont dans [0, 1] alors pour tout t ∈ [0, 1] ri dérit le sous-segment de [01]
ompris entre si et ti. Don (1) est satisfait. De plus :

k
∑

i=0

(tti + (1− t)si) = t
k
∑

i=0

ti + (1− t)
n
∑

i=0

si = t+ 1− t = 1 ,

don les ri satisfont aussi (2).



4. Le demi-espae D1 = {(x, y) ∈ R
2 | y ≥ 1} orrespond à la partie droite du plan séparé en

deux par la droite vertiale d'équation y = 1, et le demi-espae D2 = {(x, y) ∈ R
2 | x ≥ 1}

orrespond à la partie du plan situé en dessous de la droite horizontale x = 1. En�n, le demi-

espae D3 = {(x, y) ∈ R
2 | − x− y ≥ −4} s'obtient en traçant la droite d'équation y = −x+ 4

et en gardant la région en dessous de ette droite (voir �gures).

L'intersetion D1∩D2∩D3 est alors le triangle au entre de la �gure bordé par les trois droites

itées i-dessus.
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5. Soit un demi-espae D ontenant les points A0, · · · , Ak. Il existe don une forme linéaire l et
un réel a tels que :

∀i = 0 . . . k , l(
−−→
OAi) ≥ a .

Soit un point B ∈ C(A0, . . . , Ak), 'est à dire qu'il existe k + 1 oe�ients ti ∈ [0, 1] tels que
∑k

i=0 ti = 1 et B =
∑k

i=0 tiAi. Il vient :

l(
−−→
OB) = l(

k
∑

i=0

ti
−−→
OAi) =

k
∑

i=0

til(
−−→
OAi) ≥

(

k
∑

i=0

ti

)

a = a .

En onlusion, B est dans le demi-espae D, e qui démontre l'inlusion C(A0, . . . , Ak) ⊂ D.

Cei étant valable pour tout demi-espae D ontenant les points A0, . . . , Ak, on obtient l'inlu-

sion : C(A0, . . . , Ak) ⊂ I(A0, . . . , Ak).

6. On s'intéresse à présent à l'inlusion réiproque. Et on suppose dans ette question que k = n

et que la famille de veteurs B = (
−−−→
A0A1,

−−−→
A0A2, . . . ,

−−−→
A0An) forment une base de R

n
. Soient n+1

oe�ients t0, t1, . . . , tn veri�ant t0 + · · ·+ tn = 1, on a par dé�nition du baryentre :

M est le baryentre de (A0, t0), . . . , (An, tn) ⇔ ∀A ∈ Rn ,
−−→
AM =

k
∑

i=0

ti
−−→
AAi .

En érivant, pour tout point A de R
n
,

−−→
AM sous la forme

−−→
AA0 +

−−−→
A0M , on obtient :

M est le baryentre de (A0, t0), . . . , (An, tn) ⇔
−−−→
A0M =

k
∑

i=0

ti
−−−→
A0Ai ,

d'où le résultat.



7. Soit M un point de R
n
, baryentre de (A0, t0), . . . , (An, tn). Supposons que ti est négatifs. Sup-

posons que i 6= 0, et onsidérons li la forme linéaire (x1, · · · , xn) 7→ xi. On remarque que :

d'une part li(
−−→
OAj) = li(

−−→
OA0) + li(

−−−→
A0Aj) =

{

li(
−−→
OA0) + 0 si j = 0

li(
−−→
OA0) + 1 si j = 1 . . . n

,

d'autre part li(
−−→
OM) = li(

−−→
OA0) + li(

−−−→
A0M) = li(

−−→
OA0) + ti. Il vient don que tous les Ai sont

ontenus dans le demi-espae D = {N ∈ R
n / li(

−−→
ON) ≥ li(

−−→
OA0)} , mais pas M.

Supposons maintenant que t0 est stritement négatif. On onsidère l'appliation linéaire l :
(x1, · · · , xn) 7→ −x1 − x2 . . .− xn. On a :

l(
−−→
OAj) = l(

−−→
OA0) + l(

−−−→
A0Aj) =

{

l(
−−→
OA0) + 0 si j = 0

l(
−−→
OA0)− 1 si j = 1 . . . n

,

En partiulier, pour tout j = 1, . . . , n, l(
−−→
OAj) ≥ l(

−−→
OA0)− 1. D'un autre �té on a : l(

−−→
OM) =

l(
−−→
OA0)+l(

−−−→
A0M) = l(

−−→
OA0)−t1−. . .−tn. Comme t0+t1+. . .+tn = 1 on a t0 = 1−t1−. . .−tn < 0

d'où t1 − . . . − tn < −1. Il vient don que tous les Ai sont ontenus dans le demi-espae

D = {N ∈ R
n / l(

−−→
ON) ≥ li(

−−→
OA0)− 1} , mais pas M.

Dans tous les as, on a obtenu qu'un point qui n'est pas baryentre à oe�ients positifs des

A0, . . . , An est alors exlu de l'ensemble I(A0, . . . , An). Or, M n'est pas baryentre à oef-

�ients positifs des A0, . . . , An si et seulement si M n'appartient pas à l'enveloppe onvexe

C(A0, . . . , An).
Don en résumé :

M /∈ C(A0, . . . , An) ⇒ M /∈ I(A0, . . . , An)

e qui est équivalent à :

M ∈ I(A0, . . . , An) ⇒ M ∈ C(A0, . . . , An) ,

D'où l'inlusion réiproque : I(A0, . . . , An) ⊂ C(A0, . . . , An), et don l'égalité.


